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83. Circuito eléctrico Después de cerrar el interruptor del cir- forma en que la figura muestra que son validas las férmulas de
cuito mostrado, la corriente ¢ segundos més tarde es I(f) = reduccién siguientes:
0.8¢* sen 10r. Encuentre la corriente en los tiempos sen(r + ) = —sent cos(t + ) = —cost

(@t=0.1sy((d)r=0S5s.
L

300N

R C E=48%10°V
i|ifi]1] c{j
E

tan(r + 77) = tant

L=10°h
R=6X10°Q
C =9.17 uf

84. Salto en bungee Una saltadora de cuerda elastica (Ila- 86. Mas férmulas de reduccién: Por el teorema de “dngulo-
mada bungee) se deja caer desde un elevado puente hasta el rio lado-dngulo” de geometria elemental, los tridngulos CDO y
y luego rebota una y otra vez. En el tiempo 7 segundos después AOB de la figura siguiente son congruentes. Explique la forma

de su salto, su altura H (en metros) sobre el rio estd dada por
H(t) = 100 + 75¢ "*cos(% r). Encuentre la altura en que se
encuentre ella en los tiempos indicados en la tabla.

t H(f)

en que esto demuestra que si B tiene coordenadas (x, y), enton-
ces D tiene coordenadas (—y, x). A continuacién, explique c6mo
es que la figura muestra que las férmulas de reduccién siguien-

tes son vélidas:
T
sen(t + 5) = cost

N0 RN~ O

—

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

85. Féormulas de reduccion Una formula de reduccion es
aquella que se puede usar para “reducir” el nimero de términos
en la entrada para una funcién trigonométrica. Explique usted la

5.3 GRAFICAS TRIGONOMETRICAS

Gréficas de las funciones seno y coseno P> Graficas de transformaciones de las
funciones seno y coseno P> Uso de calculadoras graficadoras para graficar
funciones trigonométricas

La gréfica de una funcién nos da una mejor idea de su comportamiento. Entonces, en esta
seccion graficamos las funciones seno y coseno y ciertas transformaciones de estas funcio-
nes. Las otras funciones trigonométricas se grafican en la seccion siguiente.

V Graficas de las funciones seno y coseno

Para ayudarnos a graficar las funciones seno y coseno, primero observamos que estas fun-
ciones repiten sus valores en forma regular. Para ver exactamente como ocurre esto, re-
cuerde que la circunferencia del circulo unitario es 27r. Se deduce que el punto terminal P(x, y)
determinado por el nimero real 7 es el mismo que el determinado por ¢t + 277. Como las
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funciones seno y coseno estdn en términos de las coordenadas de P(x, y), se deduce que sus
valores no cambian con la adicién de cualquier multiplo entero de 27r. En otras palabras,

sen(r + 2nm) =sent  para cualquier entero n

cos(t + 2nm) = cost  para cualquier entero n

Entonces, las funciones seno y coseno son periddicas de acuerdo con la siguiente definicién:
Una funcién f es periddica si hay un nimero positivo p tal que f(z + p) = f(7) para toda 7. El
minimo de tal nimero positivo (si existe) es el periodo de f. Si f tiene periodo p, entonces la
gréafica de f en cualquier intervalo de longitud p se denomina periodo completo de f.

PROPIEDADES PERIODICAS DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

Las funciones seno y coseno tienen periodo 27r:

sen(t + 27r) = sen ¢ cos(t + 2m) = cos ¢
TABLA 1 . . L
Entonces las funciones seno y coseno repiten sus valores en cualquier intervalo de lon-
t sen t cos t gitud 2. Para trazar sus graficas, primero graficamos un periodo. Para trazar las graficas
sobre el intervalo 0 = ¢ =< 27, podriamos tratar de hacer una tabla de valores y usar esos
0" 0—1 150 puntos para trazar la grafica. Como no se puede completar dicha tabla, veamos mds de cerca
2 las definiciones de estas funciones.
K 150 0— —1 Recuerde que sen ¢ es la coordenada y del punto terminal P(x, y) en la circunferencia
2 unitaria determinado por el nimero real f. ;Cémo varia la coordenada y de este punto
R 3 0= —1|-1=0 cuando 7 aumenta? Es facil ver que la coordenada y de P(x, y) aumenta a 1, luego disminuye
& 2 a —1 repetidamente cuando el punto P(x, y) se mueve alrededor del circulo unitario. (Vea
37 Figura 1.) De hecho, cuando 7 aumenta de 0 a 77/2, y = sen ¢ aumenta de 0 a 1. Cuando ¢
o 2r | =10 0—1 aumenta de 77/2 a 77, el valor de y = sen ¢ disminuye de 1 a 0. La Tabla 1 muestra la varia-
cién de las funciones seno y coseno para ¢ entre 0 y 27r.
YA YA
(CO_S E’_Seil Z_U) _____________ y=sent
2
0 x 0 o t
FIGURA 1 ; ; .
Para trazar las graficas en forma mds precisa, encontramos otros pocos valores de sen ¢ y
cos ¢ en la Tabla 2. Podriamos también hallar otros valores con ayuda de una calculadora.
TABLA 2
’ 0 T T T 2 S T 4 37 S 17 )
- - - - - o - — - — - a
6 3 2 3 6 6 3 2 3 6
1 V3 V3 1 1 V3 V3 I
sent | 0 - — 1 — - 0 - - -1 - - 0
2 2 2 2 2 2 2 2
V3| 1 V3 V3 1 1 V3
cost | 1 — - 0 - | —— -1 | —— - 0 - — 1
2 2 2 2 2 2 2 2
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FIGURA 2 Grifica de sen ¢

U
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0=t=2w

periodo de y = cos

0=t=2m

A continuacidn usamos esta informacién para graficar las funciones sen ¢ y cos ¢ para ¢
entre 0y 27 en las Figuras 2 y 3. Estas son las gréficas de un periodo. Usando el dato de
que estas funciones son periddicas con periodo 27, obtenemos sus graficas completas al
continuar la misma configuracién a la izquierda y a la derecha en cada intervalo sucesivo de
longitud 2.

La gréfica de la funcién seno es simétrica con respecto al origen. Esto es como se espe-
raba, porque la funcién seno es una funcién impar. Como la funcién coseno es una funcién
par, su grafica es simétrica con respecto al eje y.

Y
14+ y=sent
N
>T /| »0 T 21 37\/{ 7
[«——Periodo 27
YA
1 y =cost

—r of No / o 37
_1 +

Periodo 27

4r 1

FIGURA 3 Grifica de cos ¢t

V Gréficas de transformaciones de las funciones seno y coseno

A continuacién consideramos graficas de funciones que son transformaciones de las funcio-
nes seno y coseno. Entonces, las técnicas para graficar de la Seccién 2.5 son muy dtiles aqui.
Las gréficas que obtenemos son importantes para entender aplicaciones a situaciones fisicas
tales como movimiento arménico (vea Seccién 5.6), pero algunas de ellas son gréficas de
atractivo aspecto que son interesantes por si solas.

Es tradicional usar la letra x para denotar la variable del dominio de una funcién. Por lo
tanto, de aqui en adelante usamos la letra x y escribimos y = senx, y = cos x, y = tanx y
asi sucesivamente para denotar estas funciones.

EJEMPLO 1 | Curvas de coseno
Trace la gréfica de cada funcidn siguiente.

(@) f(x) =2 + cosx (b) g(x) = —cosx

SOLUCION

(a) Lagraficadey = 2 + cos x es la misma que la grifica de y = cos x, pero desplazada
2 unidades (vea Figura 4(a)).
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(b) La grifica de y = —cos x en la Figura 4(b) es la reflexién de la grafica de y = cos x en
el eje x.

g(x) = —cos x

<
- =

Lé
=

y =cCosx

FIGURA 4 (@) (b)

“ ( AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS3Y 5 |

Grafiquemos y = 2 sen x. Empezamos con la grafica de y = sen x y multiplicamos por

2 la coordenada y de cada punto. Esto tiene el efecto de alargar verticalmente la grafica en

un factor de 2. Para graficar y = 1 sen x, empezamos con la grifica de y = sen x y multi-

El alargamiento y contraccion de grafi-  plicamos por 1 la coordenada y de cada punto. Esto tiene el efecto de contraer verticalmente
cas se estudia en la Seccién 2.5. la gréfica en un factor de 5 (vea Figura 5).

FIGURA 5

En general, para las funciones
y =asenx y y = acosx

el nimero | a | se denomina amplitud y es el valor més grande que estas funciones alcanzan.
En la Figura 6 se ilustran gréificas de y = a sen x para varios valores de a.

FIGURA 6
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El alargamiento y contraccion de grafi-
cas se estudia en la Seccion 2.5.

FIGURA 8

EJEMPLO 2 | Alargar una curva coseno
Encuentre la amplitud de y = —3 cos x y trace su gréfica.

SOLUCION  Laamplitud es| —3| = 3, de modo que el valor méds grande que la grafica
alcanza es 3 y el valor mas pequefio es —3. Para trazar la grafica, empezamos con la gra-
fica de y = cos x, alargamos verticalmente la grafica en un factor de 3 y reflejamos en el
eje x, llegando a la grafica de la Figura 7.

FIGURA 7

® _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 9 |

Como las funciones seno y coseno tienen periodos 27, las funciones

y = asen kx y y = acos kx (k>0)

completan un periodo cuando kx varia de 0 a 27, es decir, para 0 =< kx = 2w o para 0 = x
= 2ar/k. Entonces estas funciones completan un periodo cuando x varfa entre 0 y 277/k y por
lo tanto tienen periodo 27r/k. Las graficas de estas funciones se denominan curvas seno y
curvas coseno, respectivamente. (En forma colectiva, las curvas sinusoidales y las cosenoi-
dales se conocen como curvas sinusoidales.

CURVAS SENO Y COSENO
Las curvas seno y coseno

y = asen kx y y = acos kx (k>0)
tienen amplitud | a | y periodo 27/k.

Un intervalo apropiado en el cual graficar un periodo completo es [0, 27 /k].

Para ver cémo afecta el valor de k a la grafica de y = sen kx, grafiquemos la curva seno
y = sen 2x. Como el periodo es 27r/2 = 77, la grifica completa un periodo en el intervalo
0 = x = 7 (vea Figura 8(a)). Para la curva seno y = sen 3x, el periodo es 27 + 3 = 47,
de modo que la grafica completa un periodo en el intervalo 0 = x < 4 (vea Figura 8(b)).
Vemos que el efecto es contraer la grifica horizontalmente si k > 1 o alargar la gréfica
horizontalmente si k < 1.
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Por comparacién, en la Figura 9 mostramos las gréficas de un perfodo de la curva seno
y = a sen kx para varios valores de k.

YA
y =asenx
at
0 3 4ar Sar 6w X
—ar 1 1
y =asen2x y =aseny x y=asenzx
FIGURA 9 B

EJEMPLO 3 | Amplitud y periodo

Encuentre la amplitud y periodo de cada funcién y trace su gréfica.

(@) y =4cos 3x (b) y = —2sen ix

SOLUCION

(a) Obtenemos la amplitud y periodo a partir de la forma de la funcién como sigue:

amplitud = |a| = 4

y = 4 cos 3x
. 27 2
periodo = — = ——
k 3

La amplitud es 4 y el perfodo es 277/3. La gréfica se ilustra en la Figura 10.
(b) Paray = —2sen %x,

amplitud = |a| = | -2| =2

=47

. 2w
periodo = 0
2

y=—2sen;x

2 La gréfica estd en la Figura 11.
“ ( AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 19 Y 21 |

Las gréficas de funciones de la forma y = a sen k(x — b) y y = a cos k(x — b) son sim-
plemente curvas seno y coseno desplazadas horizontalmente en una cantidad | b |. Se despla-
zan a la derecha si b > 0 o a la izquierda si b < 0. El nimero b es el desfase. Resumimos
las propiedades de estas funciones en el recuadro siguiente.

CURVAS SENO Y COSENO DESPLAZADAS
Las curvas sinusoidales y cosenoidales

y = asenk(x — b) y y = acosk(x — b) (k>0)
tienen amplitud | a |, periodo 27 /k, y desfase b.

Un intervalo apropiado sobre el cual graficar un periodo completo es
(b, b + 2m/k)].
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T T
Las grificas de y = sen(x - 3) yy = sen(x + 6) se muestran en la Figura 12.
YA
/y = sen(r — 757)
I+ 4m
3 2
0] ™ T Jm X
3 3
y = senx
FIGURA 12

EJEMPLO 4 | Una curva seno desplazada

Encuentre la amplitud, periodo y desfase de y = 3 sen 2{ x — % , y grafique un periodo
completo.

SOLUCION  Obtenemos la amplitud, perfodo y desfase de la forma de la funcién como

sigue:
2 2
amplitud = |a| = 3, periodo = % = 777' =7
3 2( W)
=3sen2| x — —
Y 4
T

desfase = y (ala derecha)
Veamos ahora otra forma de hallar un Como el desfase es /4 y el periodo es 77, un periodo completo ocurre sobre el intervalo
intervalo apropiado sobre el cual grafi-
car un periodo completo. Como el pe- {77 m + ﬂ.} — [77 577}
riodo de y = sen x es 2, la funcién 4’ 4 4> 4

y = 3sen2(x — §) pasard por un pe- . C . .
riodo completo a medida que 2(x — 7) Como ayuda para trazar la grifica, dividimos este intervalo en cuatro partes iguales y a

varie de 0 a 27 continuacién graficamos una curva seno con amplitud 3, como en la Figura 13.
Inicio de periodo Fin de periodo: Y4 Periodo 1
3 4
20— F) =0 20x = §) =27 Des-
T o_ _m fase
x—57=0 xX—F= T
T S5 Z S
X =7 X =7 <> 4
Entonces, graficamos un periodo sobre 0 T é L:f 3m 7 X
el intervalo [T, ST’T] 4, 2 4
Amplitud 3
Ll
=3sen2(x —Z
FIGURA 13 Y (r=5)
@ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 33 |

EJEMPLO 5 | Curva coseno desplazada

Encuentre la amplitud, periodo y desfase de

3 2
y = 4c0s<2)c + 377)

y grafique un periodo completo.



De este modo podemos graficar un pe-
p . 2
riodo sobre el intervalo [— %, 5 ].
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SOLUCION  Primero escribimos esta funcién en la forma y = a cos k(x — b). Para ha-

. L 2
cer esto, factorizamos 2 de la expresion 2x + EY para obtener

jode(3)

Por lo tanto, tenemos

litud = | a | 3
amplitud = |a| = —
P 4
od 27 2w
eriodo = — =——=1m
P ko2
™ T
desfase = b = ——  Desfase — a la izquierda
Podemos encontrar un periodo com- A partir de esta informacion tenemos que un periodo de esta curva coseno comienza y termina
pleto, como sigue: en —r/3. Para trazar la gréfica sobre el intervalo, éste lo dividimos en cuatro partes iguales y
Inicio del perfodo: Fin del perfodo: graficamos la curva coseno con amplitud como se muestra en la Figura 14.
o P y _ 3 27
2w +F =0 2+ =2m y= 7 cos(2x + %)
3
2= — =4 iT

Gy )y
W

3
X = - x=%

wly L
S
3
=

FIGURA 14 Periodo 7
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 35 =

V Uso de calculadoras graficadoras para graficar funciones
trigonométricas

Cuando use una calculadora graficadora o computadora para graficar una funcién, es impor-

Vea en la Seccién 1.9 las guias sobre tante escoger cuidadosamente el rectdngulo de vista para producir una grafica razonable de
c6mo seleccionar un rectangulo de la funcién. Esto es en especial verdadero para funciones trigonométricas; el siguiente ejem-
vista apropiado. plo muestra que, si no se tiene cuidado, es facil producir una gréafica engafiosa de una fun-

cién trigonométrica.

EJEMPLO 6 | Seleccion de un rectangulo de vista

El aspecto de las graficas de la Figura 15 Grafique la funcidn f(x) = sen 50x en un rectdngulo de vista apropiado.
depende de la maquina que se use. Las

grificas que el lector obtenga con su SOLUCION  La Figura 15(a) muestra la gréfica de f producida por una calculadora gra-
calculadora graficadora podrfan no pa-  ficadora usando el rectdngulo de vista [—12, 12] por [—1.5, 1.5]. A primera vista la grafica
recerse a estas figuras, pero también parece ser razonable, pero si cambiamos el rectdngulo de vista a los que aparecen en la
serdn bastante imprecisas. Figura 15, las graficas se veran muy diferentes. Algo extrafo estd pasando.

1.5 1.5 1.5

—12

—1.5 .
(@ (b)

FIGURA 15 Grificas de f(x) = sen 50x en diferentes rectingulos de vista.

-15
(d
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5.3 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. Las funciones trigonométricas y = sen x y y = cos x tienen

amplitud y periodo . Trace una gréfica de cada
funcién en el intervalo | 277 |

A A
1+ 14

2. La funcién trigonométrica y = 3 sen 2x tiene amplitud

yperiodo

HABILIDADES

3-16 m Grafique la funcién.
3. f(x) =1+ cosx 4. f(x) =3 + senx
. 5. f(x) = —senx 6. f(x) =2 — cosx

7. f(x) = =2 + senx 8. f(x) = —1+ cosx
. 9. g(x) =3cosx 10. g(x) = 2senx

11. g(x) = —3 senx 12. g(x) = —% cos x
13. g(x) = 3 + 3 cosx 14. g(x) =4 — 2senx
15. h(x) = |cos x| 16. h(x) = |sen x|

17-28 m Encuentre la amplitud y periodo de la funcidn, y trace su
grafica.

17. y = cos 2x 18. y = —sen 2x

19, y = —3sen3x 20. y = 3 cos 4x

21. y = 10senix 22. y = 5cos 4x

23, y = —%cosix 24. y = 4 sen(— 2x)
25. y = —2sen 2mrx 26. y = —3 sen mx
27. y =1+ 3 cos mx 28. y = —2 + cos 4mx

29-42 m Encuentre la amplitud, periodo y desfase de la funcion, y
grafique un periodo completo.

T
29. y = -
y cos(x 5 )

31 2 ( Tr)
. = — X — —
y sen 5

33. y = —4sen 2<x + g)

30. y=2 sen(x - %)

an
32. y = SCos(x + Z)

1 T
4.y =sen—| x + —
34. y senz(x 4)

2
36. y = 2sen(§x - E)

™
35.y=5 3x — —
y cos( X 4) 5

37 L1 (2 ”) 38 1+ (3 +”)
. = —_— — — COoS X — — . = COS X -
YT2 72 3 Y 2

® 51. f(x) = cos 100x

39. y = 3cos m(x + 3) 40. y =3 + 2sen3(x + 1)

2. y= (3—)
-y =cos| - —x

43-50 m Nos dan la gréfica de un periodo completo de una curva
Seno o coseno.

(a) Encuentre la amplitud, periodo y desfase.

(b) Escriba una ecuacidén que represente la curva en la forma

41. y = sen(w + 3x)

y = asen k(x — b) )

y = acosk(x — b)

#= 51-58 m Determine un rectdngulo de vista apropiado para cada fun-
cion, y uselo para trazar la gréfica.

52. f(x) = 3 sen 120x
54, f(x) = cos(x/80)
56. y = csc 40x

58. y = Vian 107

53. f(x) = sen(x/40)
55. y = tan 25x
57. y = sen®20x
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