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Este problemario es el resultado de la experiencia que los au::)Cr;: 1:“;
mos adquirido durante la ensefianza de los cursos dc’.: Matema : R

mediales en el Instituto Tecnolégico y de Estudios Supcrlort,.s e
Monterrey, Campus Ciudad de México (ITESM-CFJM). Por _l::) mismo,
los contenidos estin orientados hacia un curso de introduccion al pre-
cdlculo en el cual los alumnos manejan con facilidad los conceptos que
normalmente se adquieren en los cursos previos. El material incluido es
mas que suficiente para un curso semestral de seis horas por semana,
tomando en cuenta el trabajo que consideramos necesario por parte

del alumno fuera del aula para alcanzar el nivel de manejo deseado de
la materia.

El texto fue escrito pensando principalmente en los estudiantes que ini-
cian su conocimiento del precalculo, independientemente del area de es-
pecialidad a que pertenecen. La estructura general
sea de maxima utilidad sin importar
persona del drea de ingenieria, negoci
el cumplimiento de este propdsito, en

del libro permite que
si lo lee, estudia o consulta una
0s 0 humanidades. Para asegurar
el libro se retine gran cantidad de
on diferentes areas, sin olvidar el

Aun cuando el nive] matematico del libro representa muy pocas dificul-
tades para la mayoria de Jog estudiantes, trabajar hacia la comprension
de los conceptos y valorar el desarrollo logico de la metodologia pucde
a veces requerir un gran esfuerzo; este hecho se toma en cuenta a lo
largo de la elaboracion del texto. El contenido esta dividido en nueve ca-
pitulos, y cada uno de ellos inicia el tratamiento del tema con un resu-
men, donde se incluyen todos los conceptos bdsicos que el all}lﬂ?o
debera manejar con soltura para enfrentar el matcrial. fie cada calplt::3 :_-
Posteriormente, se pone especial atencion a la' aplica.C'O“ devlof_sr‘:;cics
tos que el alumno acaba de conocer, por.m_edlo de Cchgcl;b:i :J i nite
Y problemas de diferente grado de dificultad, pas



basicos y sencillos, que permiten al alumno familiarizarse con ¢l temg
hasta llegar a aquellos que representan un verdadero reto ¥ que mmiva'
ran al estudiante para alcanzar mayor profundidad en sy conocimienty

El libro, sin embargo, no s6lo es de gran utilidad y apoyo para los esty-
diantes, ya que también los profesores encontrardn en ¢l un valioso re.
curso para reforzar en ¢l alumno los conocimientos transmitidos en ¢l
aula. De la misma manera, la amplia gama de ejercicios sirven como
base para la seleccion y elaboracion de las diferentes tareas, asignacio-
nes y exdmenes que se manejen a lo largo del curso.

Durante ¢l proceso de creacion de este texto, los autores hemos puesto
especial atencion en lograr cubrir las necesidades ¢ intereses de los di-
ferentes grupos de personas que puedan tener acceso al material y ob-
tener de ¢) resultados satisfactorios. Si este objetivo se cumple, los
autores podremos sentiros realmente satisfechos por haber alcanzado
el fruto mas valioso de nuestro esfuerzo,

Lay autores
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m Proposiciones

Una proposicion en logica es una oracion que puede clasifi-
carse o como verdadera o como falsa.

Las proposiciones por su forma pueden ser simples o compues-
tas. La proposicion simple es aquella que no puede descompo-
nerse en dos oraciones que sean a su vez proposiciones. Tales
proposiciones vamos a representarlas por letras minuasculas: a,
b, c, ...p, qQ,... Las proposiciones compuestas se forman al re-
lacionar dos o mds proposiciones simples mediante ciertas
particulas gramaticales como: y, o, si ...entonces, si y solo si,

‘_--—---—--------
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Proposiciones

Tablas de verdad y tautologias
Cuantificadores

Argumentos légicos (deducciones,
demostraciones). Prueba directa
Contraejemplo

Prueba por contraposicion
(contrarreciproca)

Prueba por contradiccion :
Principio de induccién matematica
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etc. Tales particulas se conocen como conectivos 1ogicos. Cada upy de
los conectivos se identifica por su nombre y su simbolo:

* La proposicion “p y ¢” se llama la conjuncion de p'y 4,y sc escrib

p/\q.

» La proposicién “p o ¢” s¢ llama la disyuncion de p'y q, y sc escribe

PV 4.

* La proposicion “solo p o s6lo ¢” se llama la disyuncion exclusiva de

PYyq,y seescribe p ¥ q.

* Sip es una proposicion, “no es cierto que p” sc llama la negacion de

P, y se escribe ~ p.

* La proposicion “si p, entonces q” se llama condicional y se escribe

p = g; p se llama hipbétesis o antecedente, y q se denomina conclu-
sion o consecuente. Dada la condicional p = ¢, ¢ = p es la recipro-
ca, ~p =~ g es la inversa y ~ ¢ =~ p es la contrarreciproca.

* La proposicion “p si y solo si ¢” se llama bicondicional y se escribe
peq.

m Tablas de verdad y tautologias

Las tablas de verdad nos ayudaran de manera mecénica a determinar la
verdad o falsedad de una proposicion dada, dandole todos los posibles
valores a las proposiciones simples que la conforman, Las proposicio-
nes verdaderas las denotamos por “1” y las falsas por “0”:

Disyuncion
Conjunciéon| Disyuncion| exclusiva | Negacion | Condicional | Bicondicional
plal pr/Ng VAV pYg ~p pP=q peq
1)1 1 1 0 0 1 1
110 0 1 1 0 0 0
011 0 1 1 1 1 0
010 0 0 0 ] I 1

Una tautologia es una proposicion cuyos valores de verdad son 1 en to-
dos los casos de su tabla de verdad. Si todos los valores de verdad son
0, la proposicion se llama contradiccién.

m Cuantificadores

e Una proposicién abierta cs una oracion con una variable libre (¥, )

z, 61, ella,...) que puede ser una proposicion al darle valores a la va-
riable. |



1.6 PRUEBA POR CONTRAPOSICION (CONTRARRECIPROCA) 3

e Cualquier operador logico de la forma “para todo”, “para cada”, “to-
do” o “cada”, es un cuantificador universal y se representa con el
simbolo V.

» Los operadores de la forma “existe”, “algiin”, “por lo menos un”,
son cuantificadores existenciales y se representan con el simbolo 3.

La siguiente tabla nos muestra la negacion de proposiciones que contie-
nen alguno de los cuantificadores anteriores.

Proposicién Negacion
Vi, nerid.;
s v..
Algunos Ningun
Todos Algunos no...
Algunos no... Todos
Ningun Algunos

m Argumentos légicos (deducciones, demostraciones). Prueba directa

Si se quiere probar la veracidad de una proposicion del tipo p = ¢, re-

cc__7

visamos todos los posibles casos en los que la hipétesis “p” se cumple

y verificamos que la conclusion “g” se obtenga a partir de cada uno de
ellos. Esto se le conoce como una prueba directa.

m Contraejemplo

Si consideramos la proposicion p = g . Podemos mostrar que la propo-
[13 ”»

sicion es falsa, dando un ejemplo donde la hipotesis “p” es verdadera 'y
la conclusion “g” es falsa, este se conoce como contraejemplo.

m Prueba por contraposicion (contrarreciproca)

Consideremos la proposicion p = ¢ y su contrarreciproca ~ q =~ p.
La proposicion (p = q) < (~ g =~ p) es una tautologia, por lo tanto
p => q es equivalente a su contrarreciproca. Asi que si probamos direc-
tamente que ~ g =~ p estaremos probando que p = g.
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m Prueba por contradiccion

En una prueba por contradiccion suponemos que la Proposics, :
queremos probar es falsa y que esto implica una contradiccigy, Unai
las contradicciones a la que se llega con mas frecuencia eg pA 3

m Principio de induccion matematica

La induccion matemdtica se puede usar para probar cierto tipg e ol
posiciones matematicas, usualmente aquellas donde se quiere demos.
trar que cierta afirmacién se cumple para todo entero positivo. Parz ey,
se realizan dos pasos:

Paso 1. Se demuestra que la afirmacion es cierta para algin enteroy
(usualmente n = 7).
Paso 2. Se supone que la afirmacién es cierta para un entero £ y des-
pués se demuestra que es cierta para el entero k + /. '

validez de la afirmacion para todos los enteros positivos mayores . -
iguales que n.

EJERCICIOS |

1. ¢ Cuales de las siguientes expresiones son pro- 2. Identifique cuales de las siguientes proposici®”

posiciones?

a. Luis y Jaime estudian Ingenieria de Sistemas.

b. jQué miedo!

c. (Como estas?

d. Estaciona el auto.

e. En Ganimedes hay seres vivos,
f. (Cuindo regresas?

g. Olga regresa maiana.

h. Tengo mucho dinero.

i. No tengo dinero.

Jo  Qué estudias?

k. Necesito estudiar mateméticas.
L Ella pesa 50 kilos.

m. No me gusta estudiar.

n. Hoy es 22 de noviembre.

0. Lunes, 20 de noviembre.

p. No me gusta la misica modemna.
q

. Dos mas dos es cuatrog.
r. Yo me caso mafiana.
s. (Eres casado?

a. Estoy en la casa o en la universidad

can o

S wEy

[~ ]

|

RS '
--e.
- -

nes son simples y cuales son compuests*

Gabriela esta trabajando.

Juan y Tomas son atractivos.
Si gano suficiente, voy a un viaje.
Si multiplicamos por cero, €l prod
pre es igual a cero. | pue '.
Una fraccién es impropia cﬂﬂffd" = ]
dor es mayor o igual al denominade® i
ggicionc_s’ hf: 1

ucto 57 1

Simbolice las siguientes prop
do letras solo para las propos!
Daniel esta cantando, bailando
Samuel vive en Cuernavaca 0 €0
Juan no aceptars el trabajo- jeiss
Esta noche iremos a la fiesta : . sfuc P
La calificacion final depend™ &, 7
la dedicacion, no de qué tan
profesor,

ciones S?,’p{ﬂ ;
di\{nlc‘ > H
Y pio® 4



4, Sipesla proposicién ‘“Luisa quiere a Super-
man” y q la proposicion “Supermén quiere a
Luisa”, exprese con palabras las proposiciones:

a. ~@/N\ag).

b. ~pV~4q

~pNA~q.

(]
.

Exprese cada uno de los conectivos siguientes

como p => ¢ 0 COmo g = p:

p solamente si g.

D, Siq.

p es condicion suficiente para g.

p es condicion necesaria para g.

p se sigue de g.

6. En los siguientes ejercicios a partir de la pro-

posicién dada construir: i) la reciproca, i) la in-

versa, iii) la contrarreciproca:

a. Si tienes vacaciones, entonces vas a descan-
sar.

b. Si estamos en una fiesta, entonces nos diver-
timos.

c. Si estan enamorados, entonces se casan.

d. Silees mucho, entonces eres inteligente.

e. Si vamos a comer en casa, entonces compra-
mos un pan.

f. Si tienes mucho dinero, entonces eres rico.

g. Sicompro esta bolsa, compro zapatos negros.

W

BN E

7. Sea p: llueve, g: hace frio, r: voy a la fiesta.
Exprese en lenguaje cotidiano las siguientes

proposiciones.
a. p=>9) =~r
b. p/\g)=>~r

c. (~pN\~q)=r

8. Sean p y g como en el ejemplo anterior. Dada
p = q. Escriba en lenguaje cotidiano su reci-
proca, su inversa y su contrarreciproca.

9. Considere la proposicion “~ p=> q”. Escriba
su reciproca, su inversa y su contrarreciproca.

10. Considere la proposicion “~ p =~ g Es-
criba su reciproca, su inversa y su contrarre-
ciproca.

11. De los enunciados siguientes decida cuales
son verdaderos:

a. 10 es par y termina en cero.

b. 10espary3 xX3=9

¢. 10es pary 9 también.

d. 13 es par o 13 termina en cero.

e. 12 es par o 12 termina en dos.

EJencicios | 5

f. 13csparo2 X2 =4,
g. 13esparo2 X2 =3,

12, Sean ky n nimeros naturales. De los enuncia-

dos siguientes decide cuales son verdaderos:

a. Si k es par, entonces kn es par.

b. Si kn es par, entonces k y n son pares,

¢. Si kn es par, entonces & es par.

d. Si k es par, entonces k o, n es par.

e. Sikn = 0, entonces k y n son cero,

f. Sikn = 0, entonces k o n ¢s cero.

g. Sikn = 3, entonces ko n es 3.

h. Sikn =3, entonces n = .

13. Suponga que p es una proposicién verdadera
y q una proposicion falsa. Escriba de manera
simbolica cada una de las siguientes proposi-
ciones y encuentre el valor de verdad de ca-
da una de ellas:

pogq.

ponogq.

ni p nigq.

nop ynogq.

p 0 g pero no ambas.

e apgs

14. Obtenga la tabla de verdad de las proposicio-
nes siguientes:

a. ~p\Vg4g.

b. ~p\V ~gq.

c. ~(@ENg).

d. p/\(~ 9).

e. ~pV (V9.

f. ~pV(~9.

g. @VaV(pNg.

h. p A\ (gV (=~ p)-

i. pN\gN\r

jo (pANPNA (=P N\g.

k. [PV @V (p ANV (~9).

L {pVONI~p)Val}V(~p/N\g).

m (pegelp=q9Ng=>pl

n pgepeleAdViE=p AN~ 9l

0. pepelpVv~9 NVl

15. ;Cuiles de los siguientes enunciados com-
puestos son verdaderos?

a. pLgeopN~ag

b. pYge A~V (=p/N\g).

¢ ~pvigeCpAN~9Vip/g.

16. Exprese p ¥ g en términos de \/, ~, /A,y
compruebe con una tabla de verdad que es

cierto.
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17. Escriba la negacion de cada una de las propo-
siciones siguientes:

a. Todos los nuimeros son divisibles entre dos.

b. A todos los estudiantes les gustan las mate-
maticas.

¢. Todas las actrices son guapas.

d. Algunos extranjeros hablan inglés.

Todos los estudiantes son inteligentes.

f. Ninguna de mis respuestas es correcta.

g. Todos los libros son interesantes.

h. Todas las enfermedades son curables.

i.

i

e

Todos tenemos nuestras propias casas.
Todos los numeros son enteros.

k. Ningin hombre quiere casarse.

. Algunos jovenes son romanticos.

m. Todos quieren estudiar filosofia.

n. Todas las mujeres quieren tener hijos.

o. Ninguna manzana es verde.

p. Todos los ricos son felices.

q. Algunos nimeros son negativos.

18. Escriba la negacion de cada una de las si-
guientes proposiciones:

a. Eles feo o tiene la frente amplia.

b. Al lado hay alguien que me ama.

c. Lo unico seguro en la vida es la muerte.

d. Todos los cuadrados son rectangulos.

19. Construya tablas de verdad para las siguien-
tes proposiciones. ;Cudles de ellas son tauto-
logias? ;Cudles son contradicciones?

a. p=>@\Vq.

b. (p\/ q)=p.

c. PV g =q.

d. [(pV PN\ ~ql=~p

. ~PNQeS(=pV(~9.

I AV R=1 Ol ) FAY &)

g ~(~pV-q9epVa

h [p=2N\(r=q9)]=~@=4).

i (p=q) e (p N~

i eV N(p=gl=(g=p).

ke ~@Agq)e(~p) N\ (~q).

L ~@p=q)epN\~q

m, (p =~ p) = q.

T AV AN RN AV PAN T AVAS )

0, (p=>—p)=p

pe (pP=g) e~ p\/q.

QG [~ NN = (AR,

o~ g\V = @AV (g= .

O (XA ) AV KN (VAL FAY CAVES) !

INTRODUCCION A LA LOGICA SIMBOLICA

20. Muestre que las siguientes proposiciones sop
tautologias. Note que son negaciones de prg.
posiciones basicas.

a. LeydeDeMorgan: ~(p'/ g) = (~py/~g).

b. Leyde De Morgan: ~ (p/g) = (~p/i~g)

c. Ley de implicacion y conjuncién: ~ (p = g;
< (p N\~ q).

d ~pegelp/~q9VvighH~p)

21. Las siguientes son leyes de la lIégica. Pruche
que son tautologias.

a. Principio de identidad : p < p.

b. Propiedad idempotente: (p /" p} <= p.

c. Propiedad idempotente: (p '/ p) < p.

d. Ley de la doble negacion: p <>~ (~ p).

e. Razonamiento directo (Modus Ponens): [(p
=q) N rl=aq.

f. Razonamiento indirecto (Modus Tollensy: [(p
=gq) \~gql=~p.

g. Ley del medio exclhuido p b/ (~ p).

h. Ley de transitividad [(p = g) N (g = ] =
(p=r).

i. Ley de la contrarreciproca (p = g) = (~ ¢
= ~p).

J. Silogismo disvuntive (Modus Tellendo Po-
nens): [p VvV N\ (~pl=gq

k. Ley de contradicion: ~ [p /™ (~ p)l.

L Leyes de reduccion: [p \/ (p /\ gi] = p-

[pApval]e=p.

m. Leves distributivas:
Pv@nnelipvaNipwnl
A @V epAg v ip Aril

n. Leyes asociativas:
[p AN (q\ r)} =y [(p FAN q) A\ r}]
PVi@vnleleyaea vl

——

22. Cada uno de los siguientes casos flusia =2
de las tautologias anteriores. ;Cuil?
a. Si Maria usa maquillaje, entonces s ve =5

o)

)

an

yor. Maria no se ve mavor. por lo tanto o0 2
maquillaje.

b. Carlos o Roberto esti herido. Roberio =0 &
ta henido. Por lo tanto, Carlos estd heride.

¢. Yolanda es fea o es benie.

d. Siun alumno no hace ejercicios, entonoss o
aprende matemiticas. El ahmmno sprends &5
tematicas, entonce hace ejercicios.

¢. Sicomo en exceso, entonces engorda. N &
MO €N EXCLSO, POT tanto, no engordo.




f. SiJuan le trac flores a Laura, ella lo invita a
cenar. Juan le trae flores, entonces, Laura lo
invita a cenar

g. Si Claudia no usa los lentes, no puede leer.
Claudia esta leyendo, por lo tanto, ¢std usan-

- do los lentes.

23. Decide si son validos o no los razonamientos
siguientes:

a. Siempre que llueve hay humedad; hoy llovio,
luego hay humedad.

b. Los burros ticnen orejas, X tiene or¢jas, luego
X es burro.

c. Siempre hay pollo o pato; hoy no hubo pollo,
luego hoy hubo pato.

d. Sivoy a Acapulco es que fui de vacaciones; no
fui a Acapulco, luego no fui de vacanciones.

e. Solo en domingo no hay clases, hoy no es do-
mingo, luego hay clases.

24. Simbolice los siguientes argumentos y deduz-
ca la conclusion.

a. Diana tiene 18 o 20 afios. Si Diana tiene 20
afios entonces nacié antes que Sara. Diana no
nacio antes que Sara.

b. Si la mama no le da permiso a Claudia, ten-
dré que pedirselo a su papa. Pero si su mama
no le da permiso, nadie se lo dara, y tendrd
que irse sin avisar. Por lo tanto, si su mama no
le da permiso...

c. Si Camilo va al cine, Liliana también. Pero si
Liliana va al cine, Pedro no va. Carlos o Ca-
milo van al cine. Por lo tanto, si Pedro va al
cine, entonces...

d. Si Susana ingiere 1500 calorfas a diario baja-

r4 2 kg. por semana. Si no ingiere 1500 calo-

rias a diario romperé su dieta. Si rompe su
dieta y no baja 2 kilos por semana, no ira al
desfile. Si no va al desfile, no obtendra una
nueva publicidad. En conclusién: si Susana
obtiene una nueva publicidad ...

e. Saraesrica o pobre. Si es rica, su esposo tam-

bién. Si su esposo es rico entonces Sara no es
pobre. Por lo tanto, si el esposo de Sara es po-
bre, entonces ...

25. Utilice cuantificadores para convertir los si-
guientes predicados en proposiciones verda-
- deras:
8 x*3=3-x

Esercicios | vy

b, Su idioma natal es islandés.

e dx~ 3w,
122 = (]

d; &L=, :

e. Fl fue la primera persona que escal6 el Eve-
rest,

26. ;Cuales son valores 1ogicos de las siguientes
proposiciones?

a. VxER(x+3=25)

b. ~[3x € Q(* + 1= 3)].

c. WxERYYyERKX+y=73)

d. VxENIYyER(x+y=3).

e. MERVYYyERKx+y=23).

f. Ya € NYbE N(a+ b =d*+ b

g. YaERYhE R (a+ b)? =d? + P~

h. JaeNIhEN(a+ bp = a* + P

i. VXERVYWERKX#y=x<y\/x>y).

jo YaERYbER(? =P =a=b)

k. Vac RV R(lal = |b| = a =)

. Va€R3bLER@a=hb= |al

m. Yn € NIm € N (mn > n).

n. InENVmEN(n>m).

0. x>y=>IrERFr>0Ny+r=x.

p- Vx ER VX =x

q

r.

= |n]).

. VxER(x+ 5P =x*+25.
VxERXZE=xI>x.

27. Demuestre que 1 + 2 + 3 + ... + n = 2L
28. Demuestre que: 13 + 22 + ... + n® = =5l5p?,
29. Demuestre que: | +4 + 42 + 4> + . + 4n
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30. Demuestre que para Vn € N
a, = 4" + 15n + 17 se divide entre 9.

31. Demuestre que para Vn € N
a, = 10" — 4 se divide entre 6.

32. Demuestre que para Vn € N
a, = 7" — 1 se divide entre 3.

33. Demuestre que para Vn € N
a, =n+ (n+ 1)+ (n + 2) se divide en-
tre 9.

34. Demuestre que para Vn € N

a. n? + nes un numero par y use este resultado
para demostrar que:

b. a, = n’ — nsec divide entre 6.

35. Demuestre que para Vn EN

a, n®+ n+ 2esunnumero par y use este resul-
tado para demostrar que:

b. a, = n® + 5n se divide entre 6.






